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Abstract. A. Sikora has shown in |28| results which confirm the analogy between number 
fields and 3-manifolds. However, he has given proofs of his results which are very different in 
the arithmetic and in the topological case. In this paper, we show how to provide a unified 
approach to the results in the two cases. For this we introduce an equivariant cohomology 
which satisfies a localization theorem. In particular, we obtain a satisfactory explanation 
for the coincidences between Sikora's formulas which leads us to clarify and to extend the 
dictionary of arithmetic topology. 

1. Introduction. 

Le calcul de la cohomologie etale du spectre X de I'anneau d'entiers d'un corps de nombres 
L laisse imaginer une analogic entrc Ics corps de nombres et les varietes reelles de dimension 
trois. En effet, lorsque L est totalement imaginaire, les groupes de cohomologie etale de X 
a coefficients dans un faisceau abelien arbitraire sont nuls apres la dimension trois (cf [4J 
4.6). De plus, le tlieoreme de dualite d'Artin-Verdier, analogue aritlimetique de la dualite 
de Poincare, fait a nouveau apparaitre la dimension trois comme dimension maximale. Par 
ailleurs, le spectre d'un corps fini est, du point de vue de la topologie etale, un objet de 
dimension un dont le groupe fondamental est le complete profini de Z. Pour cette raison, les 
points fermes de X sont vus comme des noeuds dans une variete de dimension trois. Une 
extension galoisienne L/K de groupe G correspond a un revetement galoisien M — )• M/G de 
varietes compactes de dimension trois. Dans cette situation, le groupe des classes Cl{L) et le 
quotient libre Ui/fiL du groupe des unites de L correspondent respectivement, en tant que 
modules galoisiens, a la partie de torsion HforiM) et au quotient libre Hfreei^) du premier 
groupe d'homologie singuliere de M a coefficients entiers. Cette analogic est connue sous le 
nom de topologie aritlimetique et nous renvoyons a |24| pour un dictionnaire plus complet. 

Lorsque le groupe de Galois est le groupe cyclique d'ordre premier Cp et qu'il opere par 
automorphismes preservant I'orientation, le lieu de brancliement du revetement M — )• M/Cp 
est constitue d'un nombre fini de noeuds ramifies, analogues topologiques des places finies 
ramifiees dans I'extension L/K. Cette situation est envisagee dans f28]. A partir de la structure 
galoisienne des groupes Htor{M) et Hf^eei^) (respectivement Cl{L) et Ul/ ^l), A. Sikora y 
donne un encadrement du nombre s de noeuds (respectivement de places finies) ramifies. II 
obtient des resultats en accord quasi-parfait avec le dictionnaire de la topologie aritlimetique. 
Cependant, ses preuves sont basees sur des metliodes tres differentes, puisqu'il utilise une 
cohomologie equivariante dans le contexte geometrique alors qu'il fait appel a a la theorie du 
corps de classes en arithmetique. 

Le but de ce travail est de fournir des demonstrations analogues a ces resultats analogues 
afin de comprendre la coincidence a priori tres surprenante de ces resultats. Alors, ces resultats, 
leurs hypotheses et leurs demonstrations mettent en interaction la quasi-totalite des elements 
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du dictionnaire de la topologie arithmetique, et permettent ainsi de tester la validite de ces 
correspondances. Afin d'approfondir ce dictionnaire, la pertinence de certains de ses elements 
et les contradictions offertes par d'autres sont alors mises en evidence. 

La coliomologie equivariante modifiee utilisee dans [28] pour traiter le cas des varietes 
topologiques satisfait essentiellement deux proprietes. Elle est d'une part I'aboutissement d'une 
suite spectrale dont le terme initial est de la forme HP(G; H'^{M; Z)) =^ H'q~'^{M; Z). D'autre 
part, cette cohomologie equivariante satisfait un tlieoreme de localisation, et par consequent, ne 
"voit" que le lieu de ramification. Dans la section 2, nous definissons I'analogue en cohomologie 
etale de cette tlieorie et la suite spectrale HP{G; H'^{Xet', F)) =^ H'Q^'^{Xet', F) qui y aboutit. 
Les groupes ff^(Xet;F) ne sont definis que lorsque le groupe d'automorphismes G est fini, 
et ne peuvent etre interessants que si les groupes de cohomologie de F sont nuls a partir 
d'une certaine dimension n. Dans ce cas, les groupes HQ^Xet', F) s'identifient a partir de la 
dimension n + 1 aux groupes de cohomologie mixte H'^{Xet', G; F) (cf I2.1ip . definis comme les 
invariants cohomologiques du topos des G-faisceaux d'ensembles sur X^t (cf [13] 2). 

Nous demontrons dans la section 3 le theoreme de localisation enonce ci-dessous. 

Theoreme. Soit X un schema noetherien sur lequel un groupe fini G opere fidelement et de 
maniere admissible. On note Z le lieu de ramification du revetement X — t- X/G et (j) : Z ^ X 
la limite projective des voisinages etales de Z. Soit de plus F un G-faisceau adapte /i3. 1\) 
sur X. Alors le morphisme canonique HQ{Xet', F) — > HQ{Zet',(p*F) est un isomorphisme. 




Si de plus F est de torsion et si Z est contenu dans un ouvert affine, on a I'isomorphisme 
HQ{Xet', F) ~ HQ{Zet', i*F), oil i : Z ^ X designe I'immersion fermee canonique. 

Ce theoreme permet par exemple de calculer les groupes HQ{Xet',Gm), lorsque X est le 
spectre de I'anneau d'entiers d'un corps de nombres L. On trouve en particulier lorsque G 
est abelien, I'isomorphisme //^(Xef;Gm) ~ J^^q' produit est pris sur I'ensemble des 

places q de L*^ et pour lesquelles /q designe le sous-groupe d'inertie dans G. La suite spectrale 
etablit done un lien entre la ramification dans I'extension L/L'^ et la structure galoisienne des 
groupes Gl{L) et Ul. La premiere moitie de la section 4 est consacree a I'etude de cette suite 
spectrale et a certaines de ses consequences. On obtient en particulier une demonstration des 
resultats de A. Sikora en theorie des nombres a I'aide de ces methodes. 

Nous exprimons dans la section 4.4 la relation de dualite donnant les isomorphismes 



d'ailleurs compatibles a la dualite induite par celle d'Artin-Verdier sur les termes initiaux des 
suites spectrales respectives. L'utilisation du G-faisceau Z permet alors de donner des preuves 
satisfaisantes du point de vue de la topologie arithmetique. 

En effet, la preuve des resultats de |28| de nature topologique et arithmetique respectivement 
s'articule comme suit. II s'agit d'encadrer le nombre s de noeuds (respectivement de places 
finies) ramifies dans un revetement X — t- X/Gp de varietes de dimension trois (respectivement 
de spectres d'anneaux d'entiers de corps de nombres) galoisien de groupe cyclique d'ordre 
premier p. Le theoreme de localisation fournit les isomorphismes 



ou Z designe le lieu de ramification qui est constitue de s noeuds (respectivement de s places 
finies). La suite spectrale 




#S(Xet;G^)~F2-"(Xet;Z) 



D 




H'{Gp;W{X;Z)) =^ H'^\X-Z) 
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donne ainsi des approximations successives du module a partir des groupes W{Cp; H^{X; Z)) 
La dualite de Poincare (respectivement d'Artin-Verdier) permet alors d'obtenir un enca- 
drement du nombre s en fonction de la dimension sur ¥p des espaces H^{Cp; Htor{X)) et 
H^{Cp;Hfree{X)) (respectivement H°{Cp]Cl{L)) et H^{Cp;Ul/ ^^)). 

L'interet de ces groupes de coliomologie etale equivariante modifiee en topologie aritlime- 
tique est qu'ils sont les stricts analogues des memes groupes definis dans le contexte topolo- 
gique, ce qui n'est pas le cas des premiers groupes de coliomologie equivariante non modifiee. 
Ceci vient renforcer I'analogie des preuves esquissees ci-dessus. 

Cependant, I'utilisation de la topologie etale d'Artin-Verdier est necessaire pour traiter le 
cas des extensions de corps de nombres non totalement imaginaires. 

Pour terminer, nous tirons les conclusions de ce travail dans une cinquieme section. Nous 
prenons alors clairement parti pour la premiere des deux versions (sensiblement differentes) 
du dictionnaire de la topologie arithmetique proposees par A. Reznikov dans |24| et |25| . On 
est ainsi amene a montrer comment la coliomologie de S. Lichtenbaum (conjecturale a ce jour 
(cf [3))) associee a la topologie Weil-etale, fournit naturellement un analogue arithmetique au 
groupe Hi{M;7j), dont le sous-groupe de torsion et le quotient libre maximal s'identifient, en 
tant que modules galoisiens, a Cl{L) et Ui/fii respectivement. Les calculs de S. Lichtenbaum 
confirment done clairement I'intuition des fondateurs de la topologie arithmetique. Cependant, 
il semble que I'analogue arithmetique du groupe fondamental 7ri(M) ne puisse etre le groupe 
de Galois G™' de I'extension maximale non ramifiee de L. 

Ces considerations suggerent que les resultats de [28] sont deux manifestations d'un meme 
phenomene, I'aritlimetique apparaissant ici comme un "cas particulier" du cadre topologique. 

Remerciements : Je tiens a remercier Boas Erez pour m'avoir initie a la topologie arithme- 
tique et pour m'avoir propose cette problematique. Je suis egalement tres reconnaissant envers 
Lorenzo Ramero. Ses lectures attentives et ses nombreuses remarques ont ete tres utiles tout 
au long de ce travail. Je tiens aussi a remercier Matthias Flach, pour m'avoir transmis ses 
resultats non publies sur la cohomologie du groupe de Weil. 



2. Cohomologie etale equivariante modifiee. 

On fixe un schema X sur lequel un groupe fini G opere (a gauche) par automorphismes. 
Dans la suite, on appelle faisceau sur X un faisceau de groupes abeliens pour la topologie 
etale et on note Ab{X) la categoric des faisceaux sur X. 



2.1. La categoric des G- faisceaux. Nous rappelons quelques proprietes de cette categoric 
indispensables pour la suite et pour lesquelles nous n'avons pas de reference. 

Definition 2.1. Soient X un schema muni d'une action d'un groupe fini G et F un faisceau 
sur X . On appelle G-linearisation de F la donnee d'une famille {ip„)(j(zG de morphismes de 
faisceaux ip^- : ct^,F ^ F , telle que les conditions suivantes soient satisfaites : 

- ifi = Id. 

- (p^j.^ = ip^ o T^:{ipa) (condition de cocycle). 
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Un G-faisceau est un faisceau muni d'une G-linearisation. Un morphisme de G-faisceaux 
a : F ^ L est un morphisme de faisceaux a : F ^ L tel que les diagrammes 



cr^F ^F 



(TifL L 

soient commutatifs, les structures de G-faisceaux sur F et L etant definies par les G-linearisations 
(V'F;o-)o-gG st (</?i;CT)(TGG- Les faisceaux usuels en topologie etale (par exemple Gm ou les fais- 
ceaux constants) sont naturellement munis de G-linearisations (cf |12|5.1). 

On note Ab{G; X) la categorie des G-faisceaux sur X et de leurs morphismes. 

Remarque 2.2. Etant donne deux G-faisceaux F et L sur X, on fait operer G sur le groupe 
Honij^lj^^X) (-^j ^) de la maniere suivante. Si a : F ^ L est un morphisme de faisceaux et a un 
element de G, on pose a*a := fL;a°(^*ict)°'-Pp^fj- Alors Homj^^Q.x){F; L) est le sous-groupe 
des invariants de Homj\j^(^x){Pi L) sous I'action de G. 

On montre alors facilement que la categorie Ab{G] X) est additive, puisque Ah{X) I'est. De 
plus, si a : F — 7- L est un morphisme de G-faisceaux, la G-linearisation de F en induit une sur 
Ker{a), et celle definie sur L en induit une sur Coker{a). D'autre part, un isomorphisme de 
G-faisceaux est un morphisme de G-faisceaux qui est un isomorphisme en tant que morphisme 
de faisceaux. Done si a est un morphisme dans Ab{G; X), le morphisme a : Goim{a) — t- Im{a) 
est un isomorphisme de G-faisceaux. Autrement dit, Ab{G] X) est une categorie abelienne. 

Remarque 2.3. Soit (p : X ^ Y un morphisme de schemas sur lesquels le groupe G opere. 
On dit que X est muni d'une action de G compatible a celle definie sur Y lorsque (j) commute 
a I'action de G. Dans ces conditions, est un foncteur de la categorie des G-faisceaux sur X 
dans celle des G-faisceaux sur Y . En effet, si F est un G-faisceau sur X, la G-linearisation 
de F est transportee sur tp^F par le foncteur 0*. De meme, 0* est un foncteur exact de 
Ab{G; Y) dans Ab{G; X) . De plus, si F et L sont des G-faisceaux sur X etY respectivement, 
I'isomorphisme d'adjonction 

(1) HoniA^x) {4>*F; L) — > Hom^^x) 4'*L) 

commute a I'action de G definie ci-dessus, car le morphisme d'ajonction F — )• (j)^,(p*F est un 
morphisme de G-faisceaux. L 'isomorphisme (OP identifie done les sous-groupes des invariants 
Homj^i,(^Q.X){<P* F; L) et Homj^^Q.x){F] (pj^L). Ainsi, les foncteurs (p* et (p^ entre les categories 
de G-faisceaux sur Y et X, sont adjoints. II suit que (p^ preserve les G-faisceaux injectifs. 

Proposition 2.4. La categorie Ab{G;X) possede suffisamment d'injectifs. De plus, un G- 
faisceau injectif est aussi injectif en tant que faisceau. 

Demonstration. On verifie facilement que le foncteur 

Sym: AbiX) Ab{G;X) 

L 1 — > J29*L = l\g^L 

est adjoint a gauche du foncteur d'oubli Ou : Ab{G;X) — )• Ab{X). De plus, les foncteurs g^, 
et Yl sont exacts, done Sym Vest aussi. On en deduit que le foncteur d'oubli preserve les 
injectifs. 
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D'autre part, Sym est aussi adjoint a droite du foncteur d'oubli. Si F est un G-faisceau, on 
pent choisir un faisceau injectif / dans lequel se plonge F. Ceci induit un morphisme injectif 
de G-faisceaux F — t- Sym{I). De plus, I'isomorphisme d'adjonction 

HomAt,(^G;X){-; Sym{I)) ~ i7om^;,(x)(-; /) o Ou 

montre que Sym{I) est un G-faisceau injectif. En effet, le foncteur d'oubli est exact et / est 
injectif. Ainsi, tout G-faisceau se plonge dans un G- faisceau injectif. □ 

Si I*(F) est une resolution injective de F dans la categoric Ab(G;X), alors I*(F){X) est 
un complexe de Z[G]-modules. II suit que les groupes de cohomologie usuels sont des Z[G]- 
modules (a gauche). 

Le fait que la categoric Ab{G; X) possede suffisamment d'injectifs pent se demontrer plus 
directement. La preuve suivante est inspiree par celle donnee par Grothendieck dans [12]. Elle 
necessite la notion de G-systeme de points geometriques fcf I2.12p . 

Proposition 2.5. La categoric Ab{G;X) possede suffisamment d'injectifs. 

Demonstration. Soit F un G-faisceau sur X. On se donne un G-systeme de points geometriques 
M sur X en gardant les notations de la definition precedente. Pour chaque orbite T de X' 

SOUS Taction de G, on clioisit un point f3. On a la suite de morpliismes /5 ^ T X , ou 

vt est induit par u : X' — t- X et est I'inclusion de /3 dans T. Solent G^ le stabilisateur du 
point geometrique /3 et Fi^ la fibre de F en /3. Le Z[G/3]-module Fjj se plonge dans un Z[G/3]- 
module injectif I^. Par ailleurs, le stabilisateur de g{/3) est Gg(^) := gGpg~^. On definit alors 
Ig[l3) comme le groupe abelien sur lequel opere Gg(^) a travers I'isomorphisme Gg(^) — )• Gp. 
C'est un Z[Gg(^)]-module injectif dans lequel se plonge Fgi^^y On definit de cette maniere un 

Ind9, 

foncteur j46(G/3; (3) ^ Ab{G;T) , qui est une equivalence de categories et dont le foncteur 

IndS, 

quasi-inverse est z^. La suite Ab{Gp;j3) ^ Ab{G;T) ^ Ab{G]X) montre que chaque 

Ip definit un G-faisceau injectif sur X, puisque ces deux foncteurs preservent les injectifs. On 
definit / comme le produit ?^T*(-^?^dg^(I/3)), qui est un G-faisceau injectif dans lequel se 

T 

plonge F. 

□ 

Proposition 2.6. Si tt : X ^ Y est un revetement etale galoisien de groupe G, la categoric 
des G-faisceaux sur X est equivalente d celle des faisceaux sur Y . 

Demonstration. Si A est un faisceau sur Y, alors 'ir*A est un G-faisceau sur X. En effet, 
G opere trivialement sur Y et A, et vr commute a Taction de G. D'autre part, si F est un 
G-faisceau sur X, on definit un faisceau tt^F sur Y en posant, pour tout ^-schema etale U, 

7rf F{U) :=F{X xyUf. 

Le morphisme X Xy U ^ U est un revetement etale (non necessairement connexe) galoisien 
de groupe G quel que soit U etale sur Y. Alors, si A est un faisceau sur Y et U un y-schema 
etale, le groupe A{U) s'identifie a A{X xy U)^ (cf [18j IL1.4). On deduit facilement de ceci 
que les foncteurs vr* et irf sont quasi-inverses Tun de I'autre. □ 
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2.2. Cohomologie equivariante. On fixe une resolution complete W^,, pour le groupe fini G 
(cf p] VI. 3 ou |3j XII. 3). C'est un complexe de Z[G]-modules (a gauche) libres de type fini 
et tel que la cohomologie du complexe Hom^Qj{W:f; M) donne les groupes de cohomologie 

modifies H*{G;M), pour tout Z[G]-module M. 

Definition 2.7. Soient F un G-faisceau — )• F — )• J*^ — )• — )• ... une resolution injective 
de F dans Ab{G]X). Alors — )• I^{X) — )■ I^{X) — )• ... est un complexe de 'L\G]-modules. On 
note Hom'^\^QT^(W^]I*{X)) le double complexe d'homomorphismes et 

Tot^{W,;r{X)):= Hom^[G]{Wi; P {X)) 

i+j =n 

le complexe (de cochaines) total associe. La differentielle totale y est definie comme dans [31\ 
2.7.4- On definit les groupes de cohomologie etale equivariante modifiee de X a coefficients 
dans F de la maniere suivante : 

Hg{X;F) := H*{Tot*{W^-J*{X))). 

Ces groupes sont en fait definis comme I'aboutissement de la suite spectrale 12.91 C'est ce 
qui justifie I'utilisation de la somme directe (et non du produit direct) dans la definition du 
complexe total. Cependant, il semble que cette definition ne donne des resultats interessants 
que lorsqu'elle est appliquee a des G-faisceaux possedant une resolution flasque finie, c'est-a- 
dire quand la definition precedente du complexe total Ham prend du sens. 

Proposition 2.8. La cohomologie du complexe Tot[W.t:] I*{X)) ne depend pas de la resolution 
injective de F choisie. 

Demonstration. Soient /* et J* deux resolutions injectives de F dans Ab{G;X). II existe des 
morphismes de complexes f : L* ^ J* et h : J* ^ L* qui relevent le morphisme Id : F ^ F . 
Alors ho f et Id^,\^ relevent I'identite et sont homotopes d'apres [31] 2.7.4. De meme, f o h 
et Idf^j*^ sont homotopes. En appliquant a ceci le foncteur des sections globales, on obtient 
les morphismes de complexes de Z[G]-modules fx ■ I*{X) — > J*{X) et hx : J*{X) — > I*{X) 
de sorte que fx ° hx et hx ° fx soient homotopes a I'identite du complexe de Z[G]-modules 
correspondant. D'autre part, deux morphismes homotopes entre deux doubles complexes in- 
duisent les memes morphismes sur les groupes de cohomologie des complexes totaux associes 
(cf [3] 15.6.1). Les Heches fx et hx induisent done des isomorphismes reciproques entre les 
groupes H*(Tot{W,;I*{X))) et H*{Tot{W^; J*{X))). 

□ 

Proposition 2.9. Le groupe gradue Hq{X;F) est I'aboutissement d'une suite spectrale dont 
le terme initial est E^'\X;F) = HP{G; H^iX; F)). 

Demonstration. La premiere filtration du double complexe ifom(VF*; /*(X)) (que Ton note 
provisoirement D**) est reguliere (cf [3] 15.6). La premiere suite spectrale de ce double 
complexe converge done vers Hq(X;F) := H*{Tot{W^:; I*{X))). Le terme initial de cette 
suite spectrale est £'2''' = Hf^(Hv{D**)), ou et Hy designent la cohomologie du double 
complexe D** relativement aux differentielles horizontales et verticales. Le foncteur d'ou- 
bli Ou : Ab{G;X) — )• Ab{X) est exact et preserve les injectifs (cf I2.4p . L'egalite E2''' = 
HP{G; Hi{X; F)) en decoule. □ 
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Cette suite spectrale ainsi que les groupes de cohomologie equivariante sont foiictoriels en F 
et X. Plus precisemment, un morphisme de G-faisceaux f : F ^ S sur X induit un morphisme 

f^:HUX;F)^H*aiX;S) 

et un morphisme de suites spectrales 

f:* ■.e:*{x;f)^e:*{x-s). 

Ces deux morphismes sont compatibles et /^'''^ s'identifie au morphisme canonique 

HP{G;H'^{X;F)) ^ HP{G; H'^{X- F)). 

De plus, si 

0-^ F' F F" -^0 
est une suite exacte de G-faisceaux, on a la suite exacte longue de cohomologie equivariante 

... ^ H^{X;F') H^iX;F) H^{X;F") H^+\X;F') ... 

En effet, soient Ip,, Ip et Ip„ des G-resolutions injectives respectivement de F', F et F" 
telles que le mophisme de complexes 

0^ Fp,^ I*p^ Fp„ 

soit exact. En lui appliquant le foncteur des sections globales, on trouve la suite exactes de 
complexes de Z[G] -modules 

^ Fp,{X) ^ FpiX) ^ Fp^iX) ^ 

et done la suite exacte 

^ Tor{W^;Fp,{X)) Tof\W^-Fp{X)) Toe{W^; Fp^X)) 0, 

car les Wi sont projectifs. La suite exacte longue de cohomologie s'en deduit. 

Soient X et y deux schemas sur lesquels opere le groupe G et F un G-faisceau sur Y. Un 
morphisme tt : X ^ Y compatible a Paction de G induit un morphisme 

7r*a :H*GiY;F)^H*a{X;rF) 

et de maniere compatible, un morphisme de suites spectrales 

ttT ■.E:*{Y;F)^E:*{X;f*F) 

tel que 112''^ s'identifie a la fleche canonique 

HP{G; H'^iY; F)) HP{G; H'^{X; f*F). 

En efi^et, si /* et J* sont des G-resolutions de F et f*F respectivement, tTq et vr** sont induits 
par le morphisme de complexes 

F{Y) f*{F){X) J*{X). 

La multiplication par le cardinal de G annule toute la suite spectrale, y compris les groupes 
de cohomologie equivariante (cf [30] 1.2). Si le groupe G opere trivialement sur X et F, la 
suite spectrale El'*{X;F) est triviale, c'est a dire E2'*{X;F) = E^*{X;F) (cf [30] 1.2). 

Un faisceau sur X est dit flasque si H'^({Ui — )• U}i;F) = pour tout q > 1 et tout 
recouvrement {Ui — )■ U}i (pour la topologie etale) d'un X-schema etale U. D'apres [.18] 3.2.12, 
F est flasque si et seulement si H'^{U; F) = pour tout g > 1 et tout X-schema etale U. De 
tels faisceaux sont acycliques pour le foncteur des sections globales (cf [I^ 3.1.8). On appelle 
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G -resolution acy clique de F toute G-resolution de F (i.e. toute resolution de F dans Ab{G; X)) 
par des G-faisceaux acycliques pour le foncteur des sections globales. 

Proposition 2.10. Toute G-resolution acyclique de F permet de calculer les groupes de co- 
homologie etale equivariante de X d coefficients dans F . 

Demonstration. Soit —)• F —)•/''—)• ... une resolution injective de F dans Ah{G;X) et 

— )• -F — )• C'' — )• — )• ... une G-resolution acyclique de F. On a un morphisme de complexes 
f : C* ^ I* qui releve I'identite d'ailleurs unique a liomotopie pres. En appliquant le foncteur 
des sections globales, on obtient le morphisme de complexe de Z[G]-modules fx '■ C*{X) — )■ 
I*{X), qui donne des isomorphismes sur les groupes de coliomologie. Le morphisme de com- 
plexes fx induit un morphisme de doubles complexes Hom{Wt:; C*{X)) — )• Hom{W^,; I*{X)), 
done un morphisme au niveau des suites spectrales (convergentes) associees, qui est un isomor- 
phisme des la deuxieme page. Ce qui precede definit un et un seul (car / est defini a homotopie 
pres) isomorphisme H*{Tot{W^;C*{X))) ~ H* {Tot{W^; I* {X))) (cf [3] 15.3.2). □ 

Remarque 2.11. Soit F un G-faisceau sur X dont les groupes de coliomologie H'^{X;F) 
sont nuls pour q > n -\- 1. Sous cette hypothese, on construit dans la section suivante une G- 
resolution acyclique de F de longueur n, qui d'apres le theoreme precedent, permet d'obtenir 
les groupes HciX; F). Soit ^ F G° G^ ... G" cette resolution. 
La suite 

... Wi+i ^Wi^ ...^Wo^Z^O 
est une resolution de Z par des 'L[G]-modules projectifs. Les groupes de cohomologie du com- 
plexe total associe au double complexe {Homj^\^Q-^{Wi\G^ {X)))i^j>Q (situe dans le premier qua- 
drant) satisfont les conditions axiomatiques des foncteurs derives droits du foncteur (compose), 
qui a un G-faisceau F, associe le groupe F{X)^ des sections globales invariantes sous I'ac- 
tion de G. II s'agit done des groupes de cohomologie mixte H*{X;G;F), definis comme les 
invariants cohomologiques du topos des G-faisceaux d'ensembles sur X (cf [I3j 2). 

On observe que les deux complexes totaux definissant respectivement les groupes Hq(X;F) 
et H*{X; G; F) coincident en dimension superieure ou egale d n. Done pour q > n -\- 1, on a 

1 'identification 

H%{X-F)^H\X-G-F). 

2.3. La resolution flasque de Godement. Soit F un faisceau sur X. La resolution de 
Godement est une resolution de F par des faisceaux Basques. Lorsque X est muni d'une action 
d'un groupe fini G et que F est un G-faisceau sur X, cette resolution doit etre definie a partir 
d'un systeme de points geometriques stable sous Taction de G, afin de conserver une strucure 
equivariante. II s'agit alors d'une G-resolution flasque qui permet, grace a la proposition 12.10) 
de calculer la cohomologie etale equivariante de X. Nous verrons dans la section 3 comment 
cette resolution pent etre utilisee pour demontrer un theoreme de localisation. 

Definition 2.12. On appelle G-systeme de points geometriques sur X un ensemble M de 
points geometriques a : a — )• X satisfaisant les conditions suivantes. 

-Si X £ X , il existe un point geometrique de M dont I'image est x. 

-Si a £ M et g € G, alors g{a) := g o a £ M. 

-M est minimal pour ces proprietes. 

On pose X' := a. Les morphismes {a)aeM induisent un morphisme u : X' ^ X 

aeM 

compatible a V action de G sur X et X' . 
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On construit un G-systeme de points geometriques de la maniere suivante. Pour toute 
trajectoire T de G sur X, on choisit un point x G T et un point geometrique ax dont I'image 
est X. On pose alors X' := g{aT), ou la somme est indexee sur I'ensemble des trajectoires 
T et sur I'ensemble des elements g du groupe G. 

On garde les notations de la definition precedente. 

Definition 2.13. On definit la resolution de Godement (equivariante) 

^ F ^ G°{F) ^ G\F) ^ ... 
de maniere recurrente comme suit. 

(1) On pose C^{F) := u^u*{F). On a un morphisme canonique injectif e : F — )• G^{F). 

(2) On pose Z^{F) := Goker{e) et G^{F) := G^{Z^[F)). II y a un morphisme canonique 
d° : CO(F) ^ C^F). 

(3) On defimt par recurrence Z^^^F) := Goker{d''-^) et C"(F) := C°(Z"(F)). II y a un 
morphisme canonique d^^^ : C"^^(F) — t- C^{F). 

Les faisceaux G^{F) sont flasques. De plus, u est compatible a Paction de G, la categorie 
Ab{G] X) est abelienne et les foncteurs u* et sont adjoints. II s'agit done d'une G-resolution 
flasque. 

Si F est un G-faisceau sur X et si (/9 :[/—)• X est un morphisme etale, on a G^{F){U) = 
JJ^ Fp, ou le produit est pris sur I'ensemble des points geometriques (3 deU tels que if o p 

(/30/3GM 

soit un element de M. 

II sera utile dans la suite de disposer de G-resolutions flasques flnies. Dans ce but, on definit 
pour tout entier n la resolution de Godement de F tronquee au cran n 

Cl^){F) : G°(F) ^ C\F) ^ ... ^ : C^-^F) ^ G"(F)) ^ 0. 

Si pour tout X-schema etale U et pour tout g > n + 1, on a H'^{U; F) = 0, alors G^^,^{F) est 
une resolution flasque flnie de F. En effet, les G^{F) sont flasques et on a 

H''{U;Im{d''-^)) = H'^+-'{U;F) = 

pour tout X-schema etale U et pour tout r > 1. Le faisceau Im{d^^^) est done flasque. 

3. Le theoreme de localisation. 

Nous demontrons un theoreme permettant, sous certaines hypotheses, de calculer la colio- 
mologie etale equivariante modiflee d'un schema X en se restreignant au sous-schema ferme 
constitue des points de X dont le groupe d'inertie est non trivial. II s'agit de I'analogue d'un 
theoreme de localisation pour les espaces topologiques de dimension finie (cf |9] V.12) initia- 
lement demontre par Swan dans |30| . Cette hypothese de finitude se traduit ici par le fait que 
ce nouveau theoreme de localisation ne s'applique qu'a des G-faisceaux "adaptes" en un sens 
que nous allons definir. 

La preuve de ce theoreme comporte trois etapes. On commence par montrer que les groupes 
Hq{X; F) sont nuls, des que le groupe G opere sur X sans inertie et que F est adapte. Ceci 
permet ensuite de se concentrer aux G-voisinages etales des points ramifies. On obtient alors 
le theoreme en passant a la limite sur ces derniers. 
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3.1. Le cas non ramifie. Soit F un faisceau sur X possedant une resolution flasque finie, 
disons de longueur n. Alors les groupes H''{U;F) sont nuls pour tout X-schema etale U et 
tout q > n+ 1. Reciproquement, on a remarque dans la section precedente que cette condition 
permettait de construire une resolution flasque finie. Cette observation motive la definition 
suivante. 

Definition 3.1. Soit X ^ Y un revetement etale galoisien de groupe G et F un G-faisceau 
sur X . On dit que F est adapte si il existe un entier n de sorte que pour tout Y -schema etale 
V et pour tout g > n + 1 on ait H''{V; tt^F) = 0. 

Cette condition de finitude sera necessaire pour utiliser le lemme ci-dessous. 

Lemme 3.2. Soit M* un complexe de cochaines de 'L[G]-modules tel que M" = pour n 
assez grand et pour n negatif. On suppose de plus que H^{G; M^) = pour tout i et j. Alors 
on a H*{Tot{W^;M*)) = 0. 

Demonstration. Dans ces conditions, la seconde filtration du double complexe HomzciW^:; M*) 
est reguliere ([3]II.15.6), done la seconde suite spectrale converge vers H*{Tot{Wi,; M*)). he 
terme Ei de cette suite spectrale est W{G; M^) = 0, d'oii H*{Tot{W^;M*)) =0. □ 

Proposition 3.3. Soit tt : X ^ Y un revetement etale galoisien de groupe G avec Y locale- 
ment noetherien. Si F est un G-faisceau adapte sur X , alors Hq{X; F) = 0. 

Demonstration. On note abusivement — >• nfF — t- C'' — t- — t- ... — >• C" — >• la resolution de 
Godement de irfF tronquee au cran n. C'est une resolution flasque de ir^F. Comme tt* est 
exact et qu'il preserve les faisceaux flasques, — )• vr*7r^F — ;> 7r*C° — )• Tr*C^ — )• ... — )• 7r*C" 
est une G-resolution flasque de tt*'K^F = F. On veut montrer que les C^{X) = it*C^X) sont 
des Z[G]-modules cohomologiquement triviaux. 

Soit S un sous groupe de G. Le morphisme X — >• X/S est un revetement etale galoisien de 
groupe S et (p : X/S — )■ Y est un morphisme etale (cf |14j V.3.3). Les faisceaux (j)*G^ sont 
flasques et on a pour tout q strictement positif (cf |18| III. 2. 6) : 

H'^iS; C^{X)) = RtiiX X/S}; cj)*G^) = 0, 

ou I'on considere les groupes de coliomologie de Gech relatifs au recouvrement etale {X — )• 
X/H}. Pour tout sous-groupe S de G, les G^{X) sont done F'^-acycliques. On en deduit que 
les G^{X) sont cohomologiquement triviaux (cf |26] IX.thm 8). En appliquant le lemme [3^ 
on obtient H^{X;F) = 0. 

□ 

Remarque 3.4. Sous les hypotheses de la proposition precedente, la suite spectrale 

HP{G;H'i{X;F)) ^ HP+'i{G; X; F) 

est celle d'Hochschild-Serre ( cf |18| 111.2.20), et les groupes de cohomologie mixte H*{G;X;F) 
s'identifient aux H*(Y;7r^F). Ces groupes sont en general non nuls. Afin de ne decrire que 
la ramification, et de permettre ainsi V existence d'un theoreme de localisation, les groupes 
Hq{X;F) doivent s'annuler dans cette situation. 

On dit qu'un groupe flni G opere sur un schema X de fagon admissible si X est reunion 
d'ouverts affines invariants par G ou encore si toute trajectoire de G dans X est contenue dans 
un ouvert affine. Le quotient X/G existe a cette condition (cf [14J V.1.7). Soit X un schema 
sur lequel un groupe fini G opere de maniere admissible et (p : U ^ X un morphisme etale. 



UTILISATION D'UNE COHOMOLOGIE ETALE EQUIVARIANTE EN TOPOLOGIE ARITHMETIQUE. 11 



On suppose que U est muni d'une action de G compatible a celle definie sur X, c'est a dire 
que if commute a Taction de G. Si de plus le morpliisme ip est affine, Taction de G sur U est 
admissible. En effet, soit un recouvrement de X par des ouverts affines de X stables par 

G, alors {ip~^{Xi))i est un recouvrement de U possedant les memes proprietes. De meme, si 
(f : U ^ X est une immersion ouverte, Taction de G sur U est admissible. En effet, soit T une 
trajectoire de U et W un ouvert affine de X la contenant. On aTGUCiWGW. Comme 
dans W, toute partie finie a un systeme fondamental de voisinages ouverts affines, il existe un 
voisinage ouvert affine de T contenu dans U CiW done dans U. 

Si un groupe fini G opere sur X de maniere admissible et sans inertie (i.e. tous les groupes 
d'inertie sont triviaux), alors X — ?■ X/G est un revetement etale galoisien de groupe G (cf [23] 
X corollaire 1 et [14j V.1.8). Si de plus X est suppose localement noetlierien, X/G Test aussi 
(cf [23| X corollaire 2). 

Corollaire 3.5. Soit X un schema localement noetherien sur lequel un groupe G opere de 
maniere admissible et sans inertie. Soient de plus F un G-faisceau adapte sur X et U un 
X-schema etale muni d'une action de G compatible a celle definie sur X . Si le morphisme 
(f : U ^ X est une immersion ouverte ou encore s'il est affine, alors F \ U est adapte et 
H*(j{U;F\ U) = 0. 

Demonstration. On a le diagramme commutatif 



s n 

U/G ^ X/G 

Soient t ei x = ip{t). On a C J^, = {!}, oii /t et Ix sont les groupes d'inerties respective- 
ment aux points t et x. Le groupe G opere sur U sans inertie, done s est un revetement etale 
galoisien. Les morphismes set(/>os = 7ro(^ sont etales et X/G est localement noetlierien (car 
X Test). II suit que cj) est etale (cf [14] V.3.3). Pour simplifier les notations, on pose A := tTqF. 
On a 

F = Tr*A et ip*F = (vr o (^)M = {(j)o s)M = s*(0M). 

Comme (j) est etale, on a bien H'^{V;(j)*A) = pour tout q > n et pour tout (f7/G)-schenia 
etale V. Autrement dit, (p*F est adapte, car s^{ip*F) = (j)*A. D'autre part, (f est de type fini 
et X est localement noetlierien done U et U/G le sont aussi. On obtient Hq{U;F \ U) = 
grace a la proposition 13.31 □ 

Remarque 3.6. Lorsque Y = X/G est localement noetherien et quasi-separe, les resultats 
de cette section sont valables en remplagant le cite etale de Y par le cite etale restreint de 
Y (cf |15) VII. 3. 2). En effet, la categoric des faisceaux sur ce cite est equivalente a celle des 
faisceaux sur le cite etale de Y (qui est equivalente d celle des G-faisceaux sur X). De plus, 
tous les schemas envisages dans cette section sont des objets du cite etale restreint de Y , c'est 
a dire des Y -schemas etales de presentation finie (cf [14J VIII. 3. 6). 

En effet, dans la preuve de i3. 3\) le morphisme X — )■ X/G = Y est fini (cf [23j X corollaire 
1). II suit que X/S — )• Y est de type fini et separe (cf [14) V.1.5). Ces deux morphismes sont 
done de presentation finie ( quasi- separes et de type fini). Dans la preuve de h3. 5)) . le morphisme 
etale U ^ X est soit affine soit une immersion ouverte (et X est localement noetherien), il 
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est done de presentation finie. De meme, par (cf |14| VIII. 3. 6), le morphisme U/G — t- Y est 
de presentation finie. 

Soient X ^ Y un revetement etale galoisien de groupe G et F un G-faisceau sur X . Lorsque 
Y est localement noetherien et quasi-separe, on dira parfois que F est adapte sur X s 'il est 
adapte en tant que faisceau sur le cite etale restreint de Y . Alors Hq[U ; F | [/) = pour tout 
morphisme equivariant U ^ X qui est soit etale et affine soit une immersion ouverte. 

3.2. Localisation a un voisinage etale des points ramifies. On suppose que X est 
connexe et localement noetherien. Soit de plus un groupe fini G operant fidelement sur X et 
de maniere admissible. On considere le morphisme tt : X ^ X/ G. Soit Z I'ensemble des points 
de X dont les groupes d'inertie sont non triviaux. D'apres ( |23) X corollaire 1), Z est aussi 
I'ensemble des points en lesquels vr est ramifie. On en deduit que Z est ferme dans X (cf [14J 
1.3.3). On note X' le complementaire ouvert de Z dans X. Le sous-schema X' est localement 
noetherien, stable par G et Taction de G sur X' est admissible. 

Un voisinage etale de Z dans X est un morphisme etale affine ip : U ^ X qui est un 
isomorphisme au-dessus de Z (i.e U Xx Z ^ Z est un isomorphisme). 

Definition 3.7. On appelle G-voisinage etale de Z dans X un voisinage etale ip :U ^ X muni 
d'une action de G compatible a celle definie sur X, de sorte que (p~^{Z) soit d'intersection 
non vide avec chaque composante connexe de U. 

Si U pent etre muni d'une action de G qui fait de ip : U — )• X un G-voisinage etale de Z, 
alors cette action est definie de maniere unique. En effet, soit o" E G et supposons qu'il existe 
f,g:U^U rendant le diagramme 

f;9 




commutatif. Soient p £ Z , q et q' les points de U au-dessus de p et (j{p) respectivement et V 
la composante connexe de U contenant q. Alors f{q) = g{q) = q' et g^^ o f(^q) = q. Comme 
k{q) ~ k{p), g~^ o / induit I'identite sur k{q). On en deduit que g^^ o / \y= Idy (jlS] L3.13), 
puis que g""^ o / induit I'identite sur chaque composante connexe de U . 

Theoreme 3.8. Soit (p : U X un G-voisinage etale de Z dans X et F un G-faisceau sur 
X. On suppose que F \ X' est adapte. Alors il y a un isomorphisme canonique 

H*a{X-F)^H*a{U-p>*F). 

Demonstration. On remarque d'abord que <p> : U — )• X se factorise a travers j : V ^ X, 
ou V := Im{ip) est un ouvert de X (pour la topologie de Zariski) et j I'inclusion. On note 
ij: : U ^ V \e morphisme satisfaisant ip = j o ip. Alors G opere sur V, U et X de maniere 
compatible. Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif : 

G X U 

G xV 

1g X i j 



GxX ^X 
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En particulier j*F et (p*F sont des G-faisceaux sur V et U respectivement. D'autre part, le 
morphisme ip est affine done ip et j le sont aussi. On note U' := X' Xx U, V := X' Xx V et 
on commence par montrer le resultat suivant : 

(a) Les groupes Hq{X;F) et H^{V;j*F) sont canoniquement isomorphes. 

En posant Z" = on a C"(F)(y) = C°(Z")(y) = JJ {Z'')p. La resolution de 

Godement (non tronquee) donne la suite exacte de complexes de Z[G]-modules 

C*{F){X) C*{F){V) 0. 

Soit K* le complexe de Z[G]-modules qui rend exacte la suite 

0^ K* ^ C*{F){X) C*{F){V) 0. 

Supposons avoir montre que H*{Tot{W^; K*)) = 0. Comme le foncteur j* est exact et qu'il 
preserve les faisceaux flasques, 

^ j*F j*C°{F) ... i*C"(F) ^ ... 

est une resolution de j*F par des faisceaux flasques. Le fait que j : V ^ X soit compatible a 
Paction de G fait des j*C^{F) des G-faisceaux et des j*{dP') des morphismes de G-faisceaux. 
On a done une G-resolution flasque de j*{F). D'autre part, j*(G"(F))(y) = G"(F)(y), done 
la cohomologie du complexe C*{F)(y) permet de calculer la cohomologie equivariante du 
faisceau j*F. Les Wi sont des Z[G]-modules projectifs, done la suite 

^ Tot{W^- K*) Tot{W^; C*{F){X)) ^ Tot{W^; C*{F){V)) 

est encore exacte. La suite exacte longue de cohomologie qui lui est associee donne I'isomor- 
phisme cherche. 

II sufRt done pour prouver (a) de montrer que H*{Tot{Wi:;K*)) = 0. Solent := {a G 
M; Im{a) G F} et A := {a G M; Im{a) G Z}. On a alors 

C^{F){X') = n C^{F){V') = n (^")"' 

et K^= J] = J] 

a€M-N aG(M-A)-(Ar-A) 

On en tire la suite exacte 

O^K* ^ C*{F){X') C*{F){V') 0. 

Les Wi sont projectifs et la suite 

^ Tot{W^;K*) ^ Tot{W^;C*{F){X')) ^ Tot{W^;C*{F){V')) ^ 

est exacte. La suite exacte longue de cohomologie associee devient done 

... ^ H''{Tot{W,;K*)) ^ H^ai^'; F) ^ H^^{V'; F) ^ ... 

X' est localement notherien et G opere sur X' de fagon admissible et sans inertie. De plus le 
morphisme V' — )■ X' est une immersion ouverte compatible a Paction de G. Le corollaire 13.51 
s' applique, d'oii 

H^aiX';F) = H^^{V';F) = 0, 

et H*{Tot{W^;K*)) = 0. 
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(b) Les groupes Hq{V;F) et Hq{U;iP* F) sont canoniquement isomorphes. Pour 
simplifier les notations, on designe par F le G-faisceau j*F sur V. De plus, M est mainte- 
nant un G-systeme de points geometriques sur V, et A est toujours I'ensemble des points 
geometriques de M dont I'image est un point de Z. 

Le morphisme tp : U ^ V est surjectif, done pour tout a element de M, il existe au moins un 
point geometrique de U au-dessus de a. En effet, soient v I'image de a etU^ = U Xy Spec{k{v)) 
la fibre de tp au-dessus de v. Alors U.^, = Spec{A) ou A est une A;(z;)-algebre etale non nulle, 
car ijj est etale et surjectif. Si I'on note r le degre de A sur k{v), il existe exactement r points 
geometriques de U au-dessus de a. 

On a done la suite exacte 

O^C*{F){V) C*{F){U). 
En posant r := C"'{F){U)/C''{F)iV), on obtient la suite exacte 

^ c*{F){v) c*{F){u) ^ r ^ 0. 

On suppose la aussi avoir montre que //*(Tot(VF*; /*)) = 0. Comme ci-dessus, 

^ ip*F 'il;*C^{F) ... ^*C''{F) ... 

est une G-resolution flasque de ip*F, et le complexe C*{F)[U) permet de calculer la coliomo- 
logie equivariante du faisceau ip*F. On a de nouveau la suite exacte 

^ Tot{W^- C*{F){V)) Tot{W^- C*{F){U)) Tot{W^- F) ^ 0, 

et la suite exacte longue de coliomologie associee donne I'isomorpliisme voulu. 

II reste a montrer que i?*(Tot(VF*; /*)) = 0. Si a G A, [/ possede un et un seul point 
geometrique au-dessus de a, car U est un voisinage etale de Z. 

D'ouc-(F)(y)=(n^s)x( n ^«),c«(F)(f/)=(n^")x( n ^^)- 

oGA oGM-A oGA i/)o/3GAf-A 

etI^:=C^{F){U)/C^{F){V)= J] (( J] Z^)/^^) = C"(F)(C/')/G"(F)(y'), 

aGM-A tpol3=a 

OU Z^ se plonge diagonalement dans ZJ^. On en deduit la suite exacte 

l/'0/3 = Q 

^ C*{F){V') C*{F){U') ^ r ^ 0, 

et enfin 

^ Tot{W^;C*{F){V')) ^ Fot{W^;C*{F){U')) ^ Tot{W^;F) ^ 0. 

La suite exacte longue associee a cette derniere devient 

... ^ H^ci^'-F) ^ HUU';F) ^ H'i{Tot{W,;F)) ^ ... 

Le schema X' est localement notherien et G opere sur X' de fagon admissible et sans inertie. Le 
morphisme V' — )■ X' est I'immersion d'un ouvert de X' stable sous Taction G et le morphisme 
U' — )• X' est afhne (car (p I'est), etale et compatible a Taction de G. Le cor ollaire 13 . 5 1 s ' appliq ue 
et montre que H^{V']F) = H^{U';F) = 0. On obtient bien H*{Tot{W^; I*)) = 0, ce qui 
acheve la preuve du theoreme. 

□ 
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3.3. Henselisation. On suppose que X est un schema connexe noetherien sur lequel le groupe 

fini G opcrc fidclcmcnt. On conserve les hypotheses et les notations de la section 2.2. Soit X 
un espace topologique muni d'une action d'un groupe fini G et Z un sous-espace ferme stable 
par G. Si U est un ouvert de X contenant Z, alors {^g{U) est un ouvert stable sous Taction 
dc G contenant Z et contenu dans U . On precede de la meme maniere pour montrer le lemme 
suivant. 

Lemme 3.9. L'ensemble des G-voisinages etales de Z dans X forme un systeme cofinal dans 

celui des voisinages etales de Z. 

Demonstration. Soit (p : U ^ X un voisinage ctalc dc Z dans X. On note „U le X-schema 
etale a o ip : U X et on pose W := JJ^ (aU), le produit fibre etant pris sur X. Le groupe G 

opere sur lui-meme par translations. Ceci definit une action de G sur W par permutation des 
coordonnees qui est compatible a Taction de G sur X. Chacun des est un voisinage etale 
de Z dans X. II suit que W Xx Z ^ Z est un isomorphisme. D'autre part, W ^ X est affine 
puisque tous les uU ^ X le sont. On note GU le sous-schema de W forme des composantes 
connexes de W contenant au moins un point s'envoyant dans Z. Alors GU est un G-voisinage 
etale de Z dans X de sorte qu' il y a un morphisme canonique de X-schemas GU — > U. De 
plus, si f : V ^ U est un morphisme de X-schemas, / induit canoniquement un morphisme 
GV GU au-dessus de X et compatible a Taction de G. □ 

On note Z la limite projective des voisinages etales de Z dans X. D'apres ce qui precede, 
c'est aussi la limite projective des G-voisinages etales de Z dans X. L'action de G sur ces 
derniers passe a la limite pour donner une action de G sur Z compatible a celle definie sur 
X. D'autre part, lorsque X est noetherien, tout voisinage etale U de Z dans X est noetherien 
(en particulier quasi-compact) puisque le morphisme U ^ X est de type fini. 

On note i : Z ^ X, s : Z ^ Z et (f> : Z ^ X les morphismes canoniques. Ces morphismes 
commutent a Taction de G et satisfont i = 4>o s. 

Theoreme 3.10. Soit F un G-faisceau sur X tel que F \ X' soit adapte. Alors le morphisme 
canonique Hq{X;F) — >■ HQ{Z;(f)*F) est un isomorphisme. 

Demonstration. On note — > F — > G° — > ... la resolution de Godement de F. On a les egalites 
suivantes (oil toutes les limites inductives sont prises sur l'ensemble des G-voisinages etales de 
Z dans X) : 



(2) H*GiX;F) = Ihn H*a{U;F) 

(3) = H*{lmiTot*{W^;C*{U))) 

(4) = H*(^^ limHom^G]{Wf,C^{U))) 

i+j=* 

(5) = H*(^^ Hom^G]{Wi;luna{U))) 

(6) = Hom^G]{Wi;rC^{F){Z))) 

i+j=* 

(7) = H*G{Z;<f>*F) 
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L'egalite ([2]) est vraie car tous les morphismes Hq(U;F) — )• Hq(V;F) sont des isomor- 
phismes. Etant donne un systeme inductif de complexes de Z[G] -modules, la limite inductive 
commute avec la coliomologie, ce qui donne ([3]). L'egalite est vraie car les limites inductives 
commutent avec les sommes directes. L'egalite ^ est vraie car les Wi sont des Z[G]-modules 
libres de type fini. Le foncteur cp* est exact, done — )• (j)*F — )• (j)*C^ — )• ... est une resolution 
de (f)*F. Les voisinages etales sont quasi-compacts et les morphismes de transition sont affines, 
done les morphismes lim H'^{U;C-') — )• H'^{Z;(p*C-') sont bijectifs. Ainsi, les faisceaux (f)*C^ 

sont acycliques pour le foncteur des sections globales . Les egalites ([6]) et ([7]) s'en deduisent. 

□ 

Supposons que Z soit contenu dans un ouvert affine Spec{A). Le sous-schema ferme Z est 
alors defini par un ideal / = ^/l de A de sorte que Z = V{I) et Z ~ Spec{A/ 1). Si {A;I) 
designe I'henselise du couple {A]I) (cf |23| XI), alors Z := Spec{A). 

CoroUaire 3.11. On conserve les hypotheses du theoreme \3.1(A Lorsque F est de torsion et 
que Z est contenu dans un ouvert affine, le morphisme canonique 

H*G{X;F)^H*a{Z;i*F) 

est un isomorphisme. 

Demonstration. Soit s : Z ^ Z I'immersion ferme canonique. Comme Z est contenu dans un 
ouvert affine, Z est affine. De plus, le G-faisceau (f)*F sur Z est de torsion lorsque F Test. Solent 
I* et J* des G-resolutions injectives de et s*4>*F = i*F respectivement. Le morphisme 
canonique de complexes de Z[G]-modules I*{Z) — )■ J*[Z) induit un morphisme de suites 
spectrales et des isomorphismes sur les groupes de cohomologie etale (cf |16| 0.1). Comme 
les suites spectrales en question convergent respectivement vers Hq{Z;F) et Hq{Z;s*F), ces 
deux groupes (gradues) sont isomorphes. En utilisant le theoreme I3.10| on obtient le resultat 
annonce. □ 

Remarque 3.12. Soit F un G-faisceau quelconque sur X qui est adapte sur X' . Pour appli- 
quer la preuve precedente a F, il suffit de montrer que les morphismes canoniques H'^[Z; 4>*F) — )• 
H'^{Z;i*F) sont bijectifs. Cette condition est toujours verifiee lorsque Z est une somme finie 
de spectres d'anneaux locaux henseliens (^c/[T5| VIII 8.6.). 

Soit F un faisceau de torsion sur un schema X. Pour tout nombre premier I, on note F{1) le 
sous-faisceau de /-torsion de F. Le morphisme canonique F[l) — )• F est un isomorphisme. 

Proposition 3.13. Soit G un groupe fini operant fidelement et de maniere admissible sur 
X. Si X/G est un ouvert du spectre de I'anneau d'entiers d'un corps de nombres totalement 
imaginaire, alors tout G-faisceau sur X est adapte sur X' . 

Soit X de type fini et separe sur Spec(Z), et soit F un G-faisceau de torsion sur X . Si 
F{2) = ou si aucun corps residuel de X n'est ordonnable, alors F est adapte sur X' . 

Soit X un schema de type fini separe sur un corps k, sur lequel G opere par k-automorphismes. 
Si k est de l-dimension cohomologique finie, tout G-faisceau de l-torsion sur X est adapte sur 
X' . Si k est de dimension cohomologique finie, tout G-faisceau de torsion sur X est adapte 
sur X' . 

Demonstration. Si X/G est un ouvert du spectre de I'anneau d'entiers d'un corps de nombres 
totalement imaginaire, tout X'/G-schema etale (connexe) est aussi un ouvert du spectre de 
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I'anneau d'entiers d'un corps de nombres totalement imaginaire. Dans ce cas, le resultat est 
une consequence de 4.6. 

On note S la base Spec{Z) ou Spec{k). Soient X de type fini et separe sur S, et F comme 
dans I'enonce. L'immersion ouverte X' ^ X est separee et de type fini, car X est noetherien. 
Ainsi X' est separe et de type fini sur S. D'apres ([14j V.1.5), le schema X'/G est aussi de 
type fini et separe sur S. 

On pose vr : X' — 7- X'/G et A := irfF. Le faisceau A est de torsion (respectivement de 
/-torsion) si F Vest. D'apres la remarque (j3.6p . il suffit de montrer qu'il existe un entier n de 
sorte que H'i{U;A) = pour tout g > n + 1 et pour tout U etale de presentation finie sur 
X'/G. Dans ce cas, le schema U est quasi-compact et quasi-separe, done la cohomologie etale 
de U commute aux limites inductives filtrantes de faisceaux (cf [15j VII. 3. 2). 

On pose n := 2dira{X) + 1 pour S = Speci/Z) et n := 2dim{X) + cdi{k) (respectivement 
n := 2dim{X) + cd{k)) pour S = Spec{k). On obtient, pour tout q > n-\-l, 

H^U;A) = ^H''{U;A{1))=0. 

I 

En eflPet, le S-schema U est de type fini, done la deuxieme egalite est vraie grace a ([15] X.6.2) 
et ( |18) VI. 1.4). Ainsi, le G-faisceau F est adapte sur X' . 

□ 

4. Application a la topologie arithmetique. 

Soit X le spectre de I'anneau d'entiers D d'un corps de nombres L sur lequel un groupe fini 
G opere. On pose K := L*^, Y = X/G = Spec{D^) et on considere I'extension galoisienne 
L/K. On suppose L et K totalement imaginaires. Les groupes de cohomologie etale du faisceau 
du groupe multiplicatif sur le site X^t sont donnes ci-dessous (cf [17J). 

H'^iX;G^) = Ul pourq = 0, 

= Cl{L) pour q = 1, 
= pour q = 2, 
= Q/Z pour q = 3, 
= pour q > 4:, 

ou Ul designe le groupe des unites de L, fi le groupe cyclique des racines de I'unite et Cl{L) 
le groupe des classes. L'operation de G sur les groupes Ul et Cl{L) (en tant que groupes 
de cohomologie du G-faisceau Gm) est Taction naturelle. De plus, le groupe de Galois opere 
trivialement sur H^{X]Gra) = Q/^- 

Le morphisme canonique vr : AT — t- y est fini. On note Z le sous-schema ferme de X constitue 
des points en lesquels vr est ramifie, X' son complementaire ouvert et s le cardinal de Z. 

4.1. Calcul des groupes HQ{X;Gm)- Le quotient X'/G est un ouvert de Y. Soit V un 
X'/G-schema etale. Alors V est un ouvert du spectre de I'anneau d'entiers d'un corps de 
nombres totalement imaginaire et on a H'^(V;Gm) = pour tout q > 4 (cf [19\ 2.2.1). Le 
faisceau Gm \ X' est adapte done le theoreme de localisation s'applique dans ce cas. 

Soient a le produit des ideaux {pi)i<i<s de D ramifies dans I'extension L/K et Z = V'(a). 
Soient {D;a) I'henselise du couple {D;a) et Z := Spec{D) (cf [23]). Alors = D„ , ou 

l<j<s 

Dp. est I'anneau local constitue des elements de la completion de D pour la valeur absolue 
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pj-adique qui sont algebriques sur Q. C'est un anneau de valuation discrete henselien a corps 
residuel fini. On note Up- le groupe des unites de Dp. et Zj le spectre de Dp.. 

Le theoreme de localisation donne I'isomorphisme Hq{X; Gm) — Hq{Z\ Gm). D'autre part, 
on a Z = et Hi{Z;Grn) = '[lH''{Zi;Gm) = Y\Up^ Pom g = et sinon. En effet, 

Gm) pour tout Q > 1 (cf [29j 4.1), or ces groupes sont nuls car 
un corps fini est CI et done de dimension cohomologique < 1 (cf |27|). La suite spectrale de 
coliomologie equivariante de sur Z degenere et on obtient 

(8) H*G{X;Gm)^H*a{Z;Gm) = H*{G; [] UpJ. 

l<i<s 

Si q est un ideal premier de K, on pose f/" := Yl Up et on a la decomposition en Z[G]- 

p|q 

modules homogenes C/p- = U'^, ouQ designe I'ensemble des ideaux premiers de K qui 
l<j<s qeSl 

se ramifient dans L. Lorsque p est un ideal premier de L, on note Gp le groupe de decomposition 
en I'ideal p. Alors [/'' est le Z[G]-module induit Mg''(C/p), ou Ton a clioisi un ideal p premier 
de L divisant q. Finalement, on a I'identification 

(9) HP{G; n UpJ = llHP{Gp;Up), 

l<i<s qefl 

OU I'on a choisi, pour tout q dans fi, un ideal p premier de L divisant q. 
Les relations ([8]) et (l9|) montrent le theoreme suivant. 

Theoreme 4.1. On a I'isomorphisme 

H^iX;Gm)^llH^{Gp;Up), 

oil le produit est pris sur tous les ideaux premiers nan nuls de K. 

La theorie du corps de classe local (cf [19J I Appendix A) montre que le groupe H^{Gp; Up) 
est isomorphe au sous-groupe d'inertie 1^°"^^ de I'abelianise du groupe de decomposition Gp, 
c'est a dire le noyau du morphisme Gp^ — t- Gal{k{p)/k{q)). 

Soit B I'anneau d'entiers de K et Bq I'anneau de valuation discrete henselien obtenu comme 
ci-dessus. On note Uq le groupe des unites de Bq, Lp et Kq les corps de fractions de Dp et Bq. 
On considere la suite exacte de Z[Gp]-modules 

O^Up^L^^Z^O 

ou la fleche Lp — )• Z est donnee par la valuation p-adique. En utilisant le fait que I'extension 
Lp/Kq est galoisienne et le theoreme de Hilbert 90, la suite exacte longue de cohomologie 
donne la suite exacte 

O^Uq^K^ H\Gp- Up) ^ 0. 

La restriction de la valuation p-adique a a pour image CqZ, ou Cq designe I'indice de 
ramification associe a q {L/K est galoisienne, done cet entier ne depend que de q). La derniere 
suite exacte permet done d'identifier les groupes H^{Gp;Up) et Z/cqZ. Le corollaire suivant 
resume ces resultats. 
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CoroUaire 4.2. On a les identifications suivantes, ou les trois produits sont pris sur tous les 
ideaux premiers ( non nuls ) de K : 

-#0(X;G„) = n4"'^- 

- #^(X;G„) = J]Z/e,Z. 

- HQ{X;Gm) = JJ^/cqZ pour tout n si G est cyclique. 

4.2. Etude de la suite spectrale de cohomologie equivariante. On conserve les memes 
notations. La deuxieme page de la suite spectrale relative au G-faisceau Gm est la suivante : 



il-3(G; Q/Z) 


H-^{G;Cl{L)) 
H-\G-Ul) 





H-^{G;Cl{L)) 
H-\G-Ul) 



H-\G; Q/Z) 


H-\G; Cl{L)) 
H-\G;Ul) 



i?"(G;Q/Z) 


H°{G; Gl{L)) 
H"{G;Ul) 



H'iG;Q/Z) 


H\G;Gl{L)) 
H\G;Ul) 



H-^G;Q/Z) 


H'^{G;Gl{L)) 
H\G-Ul) 



On a I'indentification H^{G;'Q_/'L) ~ H'"'^^{G;'Ij). Lorsque G est cyclique, la troisieme ligne 
prend les valeurs pour les colonnes d'indice pair et H~^{G; Z) ~ G"'' = G pour celles d'indice 
impair. On clierclie des hypotheses sous lesquelles certaines differentielles sont nulles. 

On suppose desormais que le groupe Cl{K) est trivial. Lorsque G est cyclique, il existe 
une infinite d'ideaux premiers non nuls inertes de D (c'est une consequence du theoreme de 
densite de Chebotarev (cf [28j theoreme 2.3(3))). Cette condition est d'ailleurs necessaire. 
On pent alors clioisir un point ferme x de X (correspondant a un tel ideal p) fixe par G 
et de sorte que tt : X ^ Y soit etale en x. Dans ces conditions, p est principal et on pose 
U = X — {x} = Spec{Df), avec p = Df. Les groupes de cohomologie etale de f7 a coefficients 
dans Gm sont les suivants (cf |19) IL2.1) : 

H''{U;Gm) = pourq = 0, 

= Pic{U) = Cl{Df) pour q = 1, 
= pour q > 2. 

On designe toujours par Z la limite projective des voisinages etales de Z dans X. Les d** 
sont les differentielles de la suite spectrale E**{X) de cohomologie equivariante de Gm sur 
X. On note aussi E**{Z) (respectivement E**{U)) la suite spectrale associee a Gm sur Z 
(respectivement sur U). 

Lemme 4.3. Si le groupe Cl{K) est trivial, la dijjerentielle ^2 est nulle. Si de plus le groupe 
G est cyclique, les differentielles d^'^ sont nulles lorsque n est impair. 

Demonstration. On considere le morphisme de suites spectrales 

h:E:*{X)^E:*{Z). 
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On a en particulier le diagramme commutatif 

E-'-'\x)^E-'-'\Z) = 

eI'\x)^^eI-'\z) 

II suit que h^'^ o ^2 ^'^ = 0. D'autre part, la fleche h^'^ est donnee par le morphisme canonique 
H^{G;Ul) JJ^^(G;C/p), qui est injectif car Cl{K) = (cf lemme [3J2|) . La deuxieme 

affirmation suit en utilisant la periodicite de la cohomolgie des groupes cycliques. □ 

Lemme 4.4. Si le groupe Cl{K) est trivial et si G est cyclique, toutes les differentielles d^'^ 
sont nulles. 

Demonstration. Sous ces conditions, on dispose du morphisme de suites spectrales 

j:E:*{X)^E:*{U). 

Comme q est principal, le morphisme Cl{D) — )• Cl{Df) est bijectif et induit un isomorphisme 
^■n+3;i . H''+^{Cp]Cl(D)) H'^+^{Cp]Cl{Df)). Ce dernier induit a son tour (par restriction 
aux noyaux des differentielles ^2"*"^'^ 82^'^'^) le morphisme J3^'^'^, qui est done injectif. Par 
ailleurs, le meme argument que dans la preuve precedente montre que ^'3^^'^ o dg'^ est nul, ce 
qui permet de conclure. □ 

Lemme 4.5. Si le groupe Cl{K) est trivial, la differentielle d^^'^ est nulle. Si de plus G est 
cyclique, toutes les differentielles d"'^ sont nulles. 

Demonstration. II suffit de montrer que le morphisme /i^' " est injectif. 

On verifie grace au lemme 14.31 que les groupes d'arrivee et de depart du morphisme h}f^ : 
E2^{X) — )• E2'^(Z) restent inchanges jusqu'a la quatrieme page. Le morphisme h\'^ s'identifie 
alors a ^12'^, qui est injectif (cf lemme H.22p . ce qui montre la premiere affirmation. 

On montre la deuxieme en utilisant a nouveau la periodicite de la cohomologie des groupes 
cycliques et I'egalite H"'[G] Q/Z) = lorsque n est pair. □ 

4.3. Applications. Dans tout ce qui suit, L/K est une extension galoisienne de corps de 
nombres totalement imaginaires de groupe G. On note X (respectivement Y) le spectre de 
I'anneau d'entiers de L (respectivement de K). 

4.3.1. Majoration et minoration du nombre s d'ideaux premiers ramifies. On suppose que 
I'extension L/K est cyclique d'ordre premier p. On note Gp son groupe de Galois et s le 
nombre d'ideaux premiers (non nuls) ramifies dans cette extension. 

Theoreme 4.6. On la majoration s < 1 + dim^^H^{Gp; Ui/fJ-) + dim^^H^{Cp; Gl{L)). 

Demonstration. Le theoreme de localisation fournit les isomorphismes (cf corollaire 14. 2p 

^S(X;G^)~#S(Z;G^)~F;. 
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La suite spectrale converge vers en tout degre, done les groupes El^{X) et ont 

i+j=i 

le meme cardinal. Ainsi, I'ineg alite (immediate) tt( JJ ^^^(^)) ^^(11 -^2^(^)) 

i+j=l «+i=i 

maj oration 

(10) s < dimj^H^{Cp;UL) + dim^^H\Cp-Cl{L)). 

Le groupe /i est cyclique, done dim^^H^{Cp; ^) < 1. La suite exacte de Cp-modules 

^ ^ ^ [/l ^ UL/^^ 
donne la suite exacte H^{Cp] /u) — H^{Cp; Ul) ^ H^{Cp] Ul/ij-) et I'inegalite 

(11) dimj^H\Cp- Ul)<1 + dimj^H\Cp- UL/ti). 

Les relations (fTO|) et (llip permettent de conclure. □ 

L'etude de la suite spectrale faite dans la section 4.2 est necessaire pour minorer le nombre s. 

Theoreme 4.7. Si le groupe Cl{K) est trivial, alors s > 1 + dim^pH^ {Cp] Cl{L)) . 

Demonstration. Les lemmes 14. 3| 14.41 et 14.51 montrent les egalites suivantes : 

E^'-'^X) = E-^-^\x) = ¥p et E^^-'\X) = E-'-'\x) = H~\Cp;Cl{L)). 

Cette suite spectrale converge vers Hq (X;Gm) — F^ done les groupes E^^{X) et Fp 

i+j=o 

ont done le meme cardinal. On obtient I'inegalite 

s > l + dimWpH^{Cp;Cl{L)). 

De plus, H^{Cp;Cl{L)) et H^{Cp]Cl{L)) ont le meme cardinal car Cl{L) est fini ([26j VIII 
proposition 8). □ 

4.3.2. Lorsque L possede une place finie stable par G. Soit alors U = Spec{Df) le comple- 
mentaire ouvert dans X d'un point ferme x stable sous Taction de G. La suite spectrale 

Gsm) US possede que deux lignes non nuUes. En observant 
son terme initial, on obtient le resultat suivant. 

Proposition 4.8. Si le groupe de Galois (quelquonque) de I'extension L/K fixe une place 
finie de L, on a la suite exacte longue 



' > H^iG^D"^) ^ H^{U;Gm) ^ H^-\G;Gl{Df)) 

iTi— 1:1 7^:1 



2 > H-+\G;D^) ^ H^+\U;Gm) ^ H^{G-Gl{Df)) ^ 



S\ L/K n'est ramifiee en aucun point de U , toutes les differentielles d!^'^ sont des isomor- 
phismes. Si maintenant G est cyclique, cette suite exacte s'exprime avec le produit des groupes 
d'inertie pris sur I'ensemble des points fermes de U/G. De plus, si Gl{D'j) = 0, le lemme 

s'applique et les differentielles dj'^ sont nulles pour n impair. La suite exacte longue se reduit 
a une suite exacte courte a six termes. 
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4.3.3. Revetements cy cliques d'une sphere homologique. Dans le contexte de la topologie arith- 
metique, Niranjan Ramachandran (cf [22] ) a propose la definition suivante. 

Definition 4.9. Le spectre Y de I'anneau d'entiers d'un corps de nombre K est une 3-sphere 
a homologie entiere si HP{Y;Gm) = pour p 7^ 0,3 et si H^(Y;Gm) esi de torsion. Y est 
une 3-sphere a homologie rationnelle si H^(Y;Grn) esi de torsion. 

D'apres |22] thm 3, Y est une 3-sphere d homologie entiere si et seulement si K est un 
corps quadratique imaginaire dont le groupe de classes est trivial. Alors K = Q(\/— d), ou d 
parcourt I'ensemble {1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163}. 

Proposition 4.10. SoientY une 3-sphere d homologie entiere etL/K une extension cyclique 
de degre n. On suppose que n est premier d 2 dans tous les cas et premier d 2 et 3 pour 
K = Q(\/— 3). Alors on a les suites exactes 

^ H\G;Cl{L)) ^ JJ/q ^ G ^ 0, 

^ hHG; Ul) ^Hh^ Cl{L f ^ 0, 

oH JJ-^q designe le produit des sous-groupes d'inertie dans G indexes sur I'ensemble des places 
finies de K. En particulier, si n = p est premier, on a 

Cl{Lfp ~F^-^ 

Demonstration. Sous ces hypotheses, le groupe H^{G] Ul) est trivial. En effet, Uk est d'ordre 4 
pour d = 1, d'ordre 6 pour d = 3 et d'ordre 2 sinon. De plus, H^{G; Ul) = Uk/N(Ul) et les 
elements de ce groupe sont tues par n qui a ete choisi premier au cardinal de Uk- 

Toutes les differentielles de la suite spectrale E**{X) sont nulles pour r > 2. Cette suite 
spectrale est triviale (i.e. E^{X) = E2*{X)), convergente et il n'y a que deux termes non 
nuls sur chaque diagonale. On obtient ainsi les deux suites exactes. De plus, pour n = p,\a, 
premiere donne 

s = l + dim^^H^{CjACl{L)). 
On verifie la derniere affirmation grace aux egalites 

dimv^H^{Gp-Cl{L)) = dimr^H%Gp;CliL)) = dim^^Gl{L)^^ , 

qui proviennent respect ivement de la finitude du groupe de classes Cl{L) et de I'hypothese 
Gl{K) = 0. 

□ 

4.4. Dualite pour la cohomologie equivariante et preuves analogues. Nous montrons 
dans cette section de quelle maniere les coliomologies equivariantes ainsi que les suites spec- 
trales relatives aux G-faisceaux Z et Gm respectivement, sont liees par une relation de dualite. 
Cette derniere provient de dualite d'Artin-Verdier et montre que I'utilisation de ces deux 
faisceaux revient exactement au meme. L'utilisation du G-faisceau Z permet d'obtenir des 
preuves tout a fait satisfaisantes du point de vue de la topologie arithmetique mais l'utili- 
sation du groupe multiplicatif apparait plus naturelle en cohomologie etale. On conserve les 
memes notations. 
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4.4.1. Dualite. Ici, le groupe de Galois de I'exteiision L/L^ est un groupe fini quelconque, et 
est totalement imaginaire. On note := Hom{M; Q/Z) le dual d' un groupe abelien de 
type fini M. 

Proposition 4.11. On a I 'identification H^{X;Z) ~ H^{Z;Z). 

Demonstration. Le faisceau Z est adapte (cf |4J 4.6). Le resultat est vrai d'apres la remarque 

[333 

□ 

Lemme 4.12. On a I 'identification H^{X;Gm) ^ H'^'^'^ {X ; Z) . 

Demonstration. On note toujours J7 I'ensemble des premiers de K se ramifiant dans L. Pour 
tout q de 0, on clioisit un premier p de L au-dessus de q. Soient Zp la composante connexe de 
Z correspondant a p, i : p — )• Zp I'immersion fermee, rj I'inclusion du point generique de Zp et 
Gp le groupe de decomposition en p. On a 

(12) mX; G^) ~ %(Z; G^)) ^ J] ^G, iZp;Gm), 

n 

ou la deuxieme egalite s'obtient en appliquant le lemme de Shapiro sur le terme initial de la 
suite spectrale HP{G; H'i{Z; G^)) =^ Hq^'^(Z; Gm)- On considere maintenant la suite exacte 
de Gp-faisceaux sur Zp 

(13) G^.^p r]^Gm;rj «*Z 0. 

Les faisceaux R'^{r]^){Gm) sont nuls pour g > 1 (cf |17) ) et r/^, preserve les Gp-faisceaux injectifs. 
On obtient done une Gp-resolution injective de r]^Gm en appliquant 7]^, a une Gp-resolution 
injective de Gm- Ceci permet I'identification HQ^{r];Gm) ~ HQ^[Zp]r]^Gm)- Mais Gp opere 
sans inertie sur rj et Gm est adapte sur rj. En effet, rj est le spectre de Lp, I'henselise de L pour 
la valuation donne par p (cf [7]). Or le groupe de Galois de ce corps est le meme que celui de 
son complete, qui est de dimension cohomologie stricte egale a 2. On en deduit 

(14) H*a^ iv, Gm) ~ H*a^ {Zp; 7?,Gm) = 0. 

D'autre part, le foncteur est exact et preserve les Gp-faisceaux injectifs. On a done I'iden- 
tification 

(15) H*a^{p;Z)c^H*a^{Zp;z,Z). 

La suite exacte longue de cohomologie equivariante associee a (I13p ainsi que les relations 
(I14p et (lisp donnent les isomorphismes 

(16) H^^iZp;G^.^^^)^H^;Hp;Z). 
De plus, on a 

(17) YIh^-Hp;Z) H^-\Z;Z) ^ H^-HX;Z), 

OU la premiere egalite s'obtient a nouveau en appliquant le lemme de Shapiro sur le terme 
initial de la suite spectrale (ou directement sur les groupes de cohomologie equivariante (cf ^ 
VII 5). Finalement, les relations (112p . (I16p et (I17p permettent de conclure. □ 
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Remarque 4.13. On a remarque dans la preuve precedente que etait adapte sur rj, oil 
T] := Spec{Lp) est le spectre d'un corps local sur lequel un groupe de Galois G opere. Un tel corps 
est de dimension cohomologique < 2 et son groupe de Brauer s'identifie a Q/Z (cf \19\A.1). 
La suite spectrale associee ne possede que deux lignes non nulles. Gomme elle converge vers 0, 
toutes ses differentielles 

(ff : HPiG-q/Z) ^ HP+^{G;L;), 
sont bijectives. On retrouve les isomorphismes de la theorie du corps de classe local. 

Lemme 4.14. On a V identification H^{X;Z) ~ #g"i(X;Q/Z). 

Demonstration. En considerant la suite spectrale de Leray donnee par I'inclusion du point 
generique de X, on voit que les groupes H'^{X;'Q) sont nuls pour g > 1 (cf |19| II. 2. 10). Le 
terme initial de la suite spectrale est done nul puisque H*(G;Q) = 0. Ainsi, tons les groupes 
Hq{X;Q) sont nuls. La suite exacte longue de coliomologie equivariante associee a la suite 
exacte de G-faisceaux 

^ Z ^ Q ^ Q/Z 

donne le result at. 

□ 

Theoreme 4.15. On a I'isomorphisme 

H2;{X-Gm)^Hl-^{X-Z)''. 
Demonstration. D'apres les deux lemmes precedents, il suffit de montrer risomorpliisme 
(18) %(X;Q/Z)^#-"(X;Z)^. 

De la meme maniere que dans la preuve du lemme I4.12( le theoreme de localisation permet 
de se ramener au spectre d'un corps fini x = p, sur lequel un groupe de Galois G opere. Les 
groupes //'^(x;Q/Z) sont nuls en dimension superieure a deux et valent Q/Z pour g = 0, 1. 
La suite spectrale 

HP{G; H^x; Q/Z)) =^ Hl{x; Q/Z) 
ne possede que deux ligne non nulles et se reduit (cf |3j XV 5.11) a la suite exacte longue 

... ^ #"-2(G;Q/Z) ^ ^"(G;Q/Z) ^ #g(x;Q/Z) ^ #"-i(G;Q/Z) ^ ^"+i(G;Q/Z) ^ ... 

D'apres [2] VI. 7.3, on a I'identification ^"(G;Q/Z) ~ H-^-''{G;Z)^ . En posant r := -n, on 
obtient 

... ^ F'^+i(G;Z)^ ^ H'-\G;Z)^ H^''{x;q/Z) H^{G;Z)^ H''-^{G;Z)^ ... 
De la meme maniere, en observant la suite spectrale associe au G-faisceau Z sur x, on trouve 

... ^ H''-^{G;Z) H''{G;Z) #£(x;Z) ^ H'-\G;Z) H''+\G;Z) ... 

Les deux dernieres suites exactes se trouvent etre duales I'une de I'autre, ce qui permet d'identi- 
fier les groupes Hq[x; Q/Z) et Hq^{x\ Z)^. On obtient p8|) en appliquant le lemme de Shapiro 
et le theoreme de localisation des deux cotes, ce qui acheve la preuve du theoreme. 

□ 
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D'autre part, les groupes H'^(X] Z) et H^~'^{X; Grn) sont lies par la dualite d'Artin-Verdier 
de la maniere suivante (cf ^) : 

H^{X;G^m) = H\X;Z)^ = 0, H^{X;G^m) = H^{X;Z)^ = . 
De plus, quel que soit le G-module M, on a H'{G] M^) = H-^-'{G; M)^ (cf [2] VI 7.3). On en 
deduit E2''^{X; Gm) = Z)^. Vraisemblablement, les differentielles de la premiere 

suite spectrale sont donnees par les applications duales (ou transposees) de la deuxieme. On 
obtient alors la proposition suivante par exactitude du foncteur Hom{—;'Q/Z). 

Proposition 4.16. Quel que soit 2 < r < oo et quels que soient les entiers p et q, on a 

4.4.2. Analogues topologiques et preuves analogues. Soit M une variete topologique compacte 
de dimension trois, fermee, lisse, connexe, orientable et sur laquelle le groupe Cp opere fidele- 
ment par automorphismes preservant I'orientation. On note Z := M'-"p le lieu de ramification 
du revetement M — )• M/Cp. II est constitue de s noeuds, dits noeuds ramifies. Soient de plus 
Htor{M) le sous-groupe de torsion de Hi{M;Z) et Hfree{M) le quotient Hi{M;Z)/Htor{M). 

Respectivement, soit X le spectre de I'anneau d'entiers d'un corps de nombre L sur lequel 
Cp opere fidelement et de sorte que L'-'p soit totalement imaginaire. On note encore Z le lieu 
de ramification qui est ici constitue de s places finies ramifiees. Les modules galoisiens Cl{L) et 
Ul/ ^ sont les analogues arithmetiques de HtoriM) et Hj^(,f,{M) respectivement. On reprend 
ci-dessous le tlieoreme 14.61 ainsi que son analogue topologique. 

Theoreme 4.17. En supposant Hfree{M/Cp) = dans le cadre topologique, on a les inegalites 
suivantes. 

s < 1 + dimf^H\Cp; Hfree{M)) + dimv^H^iCp- Htor{M)). 
s<l + dim^^H^Cp; UL/fJ-) + dimr^H^Cp] Cl{L)). 
On commence par montrer la premiere inegalite. On refere a [28| pour les details. 
Demonstration. Le theoreme de localisation (cf [30j 3.1) fournit I'isomorpliisme 

H^^{M-Z)^H^^{Z-Z). 

Le groupe Cp opere trivialement sur Z done la suite spectrale W{Cp; H^{Z; Z)) =^ H^^t-' [Z] Z) 
est triviale (cf [30j 1.1). Cette suite spectrale ne possede qu'un seul terme non nul sur chaque 
diagonale, d'ailleurs isomorplie a F^. On obtient 

H^^{M-Z)^H^^^{Z-Z)^¥l. 

En observant le terme initial de la suite spectrale H^{Cp] W {M;Z)) =^ H^^^-' {M;Z), on 
obtient immediatement 

s < l + dim^^H^{Cp;H^{M;Z)) + dimf^H^{Cp;H^{M;Z)). 

La dualite de Poincare entraine alors (cf |28) lemme 3.2) 

s <l + dimw^H\Cp;HiiM;Z))+dimY^H\Cp;HfreeiM;Z)). 

On utilise ensuite I'inegalite 

dim^^H\Cp-Htor{M)) < dimf^H\Cp-Hi{M-Z)) 
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qui decoule de I'hypothese Hfree{M/Cp) = (cf |28) preuve du theoreme 1.1(1)). □ 
La preuve du theoreme 14.61 prend la forme suivante lorsqu'elle est appliquee au faisceau Z. 
Demonstration. Le theoreme de locaUsation fournit 1' isomorphisme 

%^(X;Z):^^a^(Z;Z). 

Le groupe Cp opere trivialement sur Z done la suite spectrale W{Cp; H^{Z\ Z)) =^ H^^^J {Z; Z) 
est triviale. Cette suite spectrale ne possede qu'un seul terme non nul sur chaque diagonale, 
d'ailleurs isomorphe a F*. On obtient 

H^^{X;Z)c^H^^{Z;Z)c^¥;. 

En observant le terme initial de la suite spectrale H^{Cp; {X;Z)) =^ if^"'(X;Z), on 
obtient immediatement 

s < dimf^H\Cp; H\X; Z)) + dim^^H\Cp; H^X; Z)). 

La dualite d'Artin-Verdier entraine alors 

s < dimY^H^iCp; Cl{L)) + dim^^H^{Cp; Ul). 

L'inegalite [TT] 

dim^^H\Cp; Ul)<1 + dim^^H^Cp- UL/fi) 

permet de conclure. 

□ 

On reprend maintenant le theoreme 14.71 ainsi que son analogue topologique. 

Theoreme 4.18. Si Hi{M;Z) s'identifie d Hfree{M) © Htor{M) en tant que Cp-module et 
si s > 1, alors 

s>l + diruf^H^iCp; Htor{M)). 

Si Cl{K) = 0, alors 

s > 1 + dimv^H^{Cp- Cl{L)). 

De la meme maniere, la demonstration du theoreme 14.71 prend une forme plus agreable 
lorsqu'elle est appliquee au faisceau Z. Les preuves de ces deux resultats reposent alors sur le 
theoreme de localisation, la dualite de Poincare (respectivement d'Artin-Verdier) et sur une 
etude un pen plus fine de la suite spectrale (section 3.2 de |28j et section 4.2 de ce papier) 
permettant de montrer que certains modules du terme initial survivent a I'infini. 

4.5. Cas des corps de nombres admettant des plongements reels. Dans cette section, 
les corps de nombres L et K = ne sont plus necessairement totalement imaginaires. II 
est alors indispensable d'utiliser la topologie etale d'Artin-Verdier qui tient compte des places 
a I'infini. Afin d'alleger I'expose, nous presentons ici quelques resultats sans demonstrations 
pour lesquelles nous renvoyons a |21) . 

Soient X le spectre de I'anneau d'entiers de L, I'ensemble des places archimediennes 
de L, X le couple {X;Xoo) et j I'inclusion de X dans X. On munit X de la topologie etale 
d'Artin-Verdier (cf [1]). Les groupes de cohomologie du groupe multiplicatif G^.^ '■= j*^m 
sont respectivement Ul^ Cl{L), 0, Q/Z, et en dimension superieure a trois (cf |jy 2.7). Le 
groupe de Galois de I'extension L/K opere sur X et Ton definit la categorie des G-faisceaux 
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pour cette topologie ainsi que les groupes de cohomologie equivariante Hq{X; F). Les resultats 
des sections 2 et 3 peuvent etre appliques en prenant certaines precautions. 

Si p est une place finie de L, les notations intervenant dans la proposition suivante sont 
celles qui ont ete introduites dans la section 4.1. Si p est une place archimedienne complexe, 
le couple {L;p) est un henselise du corps value {L;p) (cf [7J), ou p designe un prolongement 

de p a L. On pose alors Up := et /p"^-* := /p = Gp C Gp- ~ Z/2Z. 

Proposition 4.19. Soit G un groupe fini operant fidelement sur X . On a les isomorphismes 
ci-dessous, ou les deux premiers produits sont pris sur toutes les places de K et le troisieme 
sur V ensemble des places finies de K . 
-Hh{X;G^mjc)^X{H*{G,-U,). 

Tons les resultats de la section 4.3 se generalisent ainsi a toutes les extensions de corps 
de nombres avec de legeres modifications. Par exemple, s\ L/K est une extension de corps de 
nombres de groupe Gp, on a la proposition suivante, ou s (respectivement s) designe le nombre 
de places finies (respectivement finies et infinies) ramifiees. 

Proposition 4.20. On a la majoration s < 1 + dim^^H^{Cp] Ul/ ij) + dim^^H^{Cp] Cl{L)). 
Si le groupe Cl{K) est trivial, alors s > 1 + dim¥^H^{Cp', Cl{L)). 

On considere a nouveau Taction (fidele) du groupe Cp sur une 3-variete M et sur un corps 
de nombres L respectivement, en gardant les notations (et les hypotheses) precedentes. On 
note aussi sq le nombre de places finies ramifiees dans cette extension. 

Proposition 4.21. Si Hfree{M) = et si s > 1, alors 

Si Ul/ fJ- = 0, alors p = 2, sq > 1 et 

Demonstration. Dans le cadre topologique, les hypotheses Hfree{M) = et s > 1 assurent que 
la suite spectrale E2*{M;Z) est triviale (cf [28] 3.3 et 3.4). De la meme maniere, I'hypothese 
Ul/^, = permet de montrer que la suite spectrale £'|*(X;Gm) est triviale. II faut ici utiliser 
les resultats de la section 4.2 generalises aux corps de nombres quelconques et considerer de plus 
le morphisme de suites spectrales induit par I'inclusion du point generique de X (I'ensemble 
des valuations de L), pour montrer que toutes les differentielles sont nuUes (cf [21]). 

Le fait que les deux suites spectrales soient triviales donne immediatement les deux resultats 
precedents. □ 

4.6. Complement technique. 

Lemme 4.22. Soient L/K une extension galoisienne de corps de nombres de groupe G, D et 
R les anneaux d'entiers de L et K respectivement. On suppose que Cl{K) est trivial. On note 
Ul (respectivement Uk) groupe des unites de L (respectivement de K). Soient {(\j)i<j<r 
les ideaux premiers finis de K qui se ramifient dans I'extension L/K et (pj)i<i<s les ideaux 
premiers de L au-dessus des c\j. Soit C/p. (respectivement Uqj) le groupe des unites de I'henselise 
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Dp, de I'anneau local -D^p.) (respectivement de I'henselise R^^ de I'anneau local R^^^.-^^j, Li et 

Kj les corps de fractions de D^, et R^. . 

Si Cl{K) est trivial, alors le morphisme canonique H^{G;Ul) ^^{G'^Wi<i<s^Pi) 
injectif. 

Demonstration. Soit I'ensemble des places finies de L. Le groupe de Galois opere sur 
et on a le morphisme de Z[G]-modules div : — )• ^p^x° ^ donne par les valuations. On note 
W I'image du morphisme div. On a le morphisme de suites exactes de -modules : 







Ul 



ni<i<s 



div 



w ■ 



n 



\<i<s ■ 







En utilisant le theoreme de Hilbert 90 et le fait que les H'^{G; ...) forment un foncteur coho- 
mologique, on obtient le morphisme de suites exactes suivant. 







Uk 



div\K^ 







Hi 



<j<r 



G 



n 



H\G-Ul) 







Alors j s'identifie au morphisme 

W^/Im{div \K'')^{W_ Z)/L 



m[v) 



l<i<r 



induit par p, dont on montre facilement qu'il est injectif lorsque Cl{K) est trivial. 



□ 



5. Conclusion. 

Nous donnons ici une interpretation des resultats et de leurs preuves exposes dans ce travail, 
afin d'essayer d'eclaircir et d'approfondir le dictionnaire de la topologie arithmetique. 

5.1. Quelques elements du dictionnaire. 

5.1.1. Dans les versions precedentes du dictionnaire de la topologie arithmetique (|22| et 
|24)). le groupe de Galois de I'extension maximale non ramifiee en toutes les places (ar- 
chimediennes et ultrametriques) d'un corps de nombre L est vu comme I'analogue du groupe 
fondamental topologique de la variete "correspondante" M. En effet, il s'agit du groupe fon- 
damental pour la topologie etale d'Artin-Verdier. En suivant cette idee, i?i(M;Z) = 'Ki{M)°'^ 
devrait etre I'analogue du groupe de Galois de I'extension abelienne maximale non ramifiee 
de L. Par la theorie du corps de classe, ce groupe s'identifie a Cl{L). II n'y aurait done pas 
de place pour le groupe des unites. Cette meme analogic conduit a montrer que la version 
arithmetique de la conjecture de Poincare est fausse (cf [22|). 

C'est peut-etre pour eviter des contradictions de ce type que A. Reznikov a propose dans la 
deuxieme version du dictionnaire |25j 12, de voir un corps de nombre L comme une 3- variete 
M bordant une 4- variete A'" de sorte que le morphisme 7ri(M) — )■ ■ki(N) soit surjectif, pour 
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considerer les invariants cohomologiques de (et non de M). Cependant, le non-sens evoque 
ci-dessus est toujours present dans ce deuxieme dictionnaire. 

Comme nous le precisons ci-dessous, le travail expose dans ce papier confirme clairement la 
premiere version [24J du dictionnaire, et ecarte la deuxieme |25] . En effet, toutes les preuves 
sont basees sur la cohomologie de X et de M pour aboutir a des resultats respectant parfai- 
tement le dictionnaire [24) . 

5.1.2. Nous soutenons les analogies suivantes. 

Les corps de nombres, les extensions galoisiennes de corps de nombres L/L^, les places 
finies, les places finies ramifiee et I'ensemble des places finies ramifies doivent etre vus respec- 
tivement comme des 3-varietes, des revetements ramifies galoisiens de 3-varietes M — t- M/G, 
des noeuds dans M, des noeuds ramifies et comme le lieu de ramification (plus precisement, 
les sous-groupes de decomposition et d'inertie se correspondent). Ici, le terme 3-variete doit 
probablement prendre un sens plus large. 

De plus, Cl{L) et Ul/^ correspondent, de maniere compatible a Taction d'un groupe de Ga- 
lois, aux groupes HforiM) et HfreeiM). D'ailleurs, le paragraplie suivant confirme a nouveau 
ces deux dernieres correspondances. 

5.2. Cohomologie de S. Lichtenbaum et topologie arithmetique. 

5.2.1. Considerons la topologie Weil-etale. Les resultats de S. Lichtenbaum dans [llj montrent 
que les groupes de cohomologie a support compact de X a coefficients entiers devraient etre 
les suivants (cf |11| 6.3). 

Hl(X;Z) = pour q = 0, 

= iUx^_^)/^ pour q = l, 
= Pic^iX)'^ pour q = 2, 
= ifJ-l)^ pour q = 3, 
= pour q > 4:. 

Ci-dessus, Pic^{X) est le noyau du morphisme du groupe de classe d'Arakelov dans donne 
par la valeur absolue. On note aussi := Hom{A;'R/'Ij) le dual de Pontryagin d'un groupe 
topologique abelien separe et localement compact A. D'autre part, le sous-groupe de torsion 
et le quotient libre de H1{X; Z) sont donnes par la suite exacte (cf [TI] 6.4) 

^ Cl{L)^ Pic^(X)^ Hom{UL;'L) 0. 

D'apres I'interpretation de C. Deninger dans ([6j 7), la cohomologie de Lichtenbaum cor- 
respond a la cohomologie des faisceaux sur M, qui s'identifie d'ailleurs a la cohomologie sin- 
guliere, car une variete topologique est un espace localement contractile. Puisque M est une 
variete compacte, la cohomologie a support compact s'identifie a la cohomologie usuelle. Ainsi, 
H^{M;Z,) doit etre I'analogue du groupe Pic^{X)'^. Lorsque M est orientable, la dualite de 
Poincare identifie H'^{M; Z) et Hi{M; Z) en tant que groupes abeliens. Dans la situation equi- 
variante. Taction du groupe de Galois sur ces deux groupes se trouve etre inversee a travers 
cet isomorphisme. De plus, H^{X;'Ij) s'identifie a Hom{UL/^;Z), c'est-a-dire I'analogue de 
Hom{HfreeiM;Z);Z) = Hom{7ri{M);Z). 
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5.2.2. D'autres elements du dictionnaire. D'apres le paragraphe precedent, les analogues arith- 
metiques des groupes H^{M;Z) et H'^{M]2) devraient etre Hom^Ui/ /J'','^) et Pic^{X)^ res- 
pectivement. Si I'on voit X comme un espace orientable, le groupe Hi(M;Z) devrait etre 
I'analogue de Pic^{X)^. L'action d'un eventuel groupe de Galois G sur ce dernier devrait se 
faire a travers le groupe oppose a G, afin d'etre compatible a Taction de G sur Hi{M; Z). De 
plus, Cl{L) et Ui correspondent respectivement aux groupes Ht(,j.{M) et Hfreei^) deduits 
de Hi{M]'L). Une sphere a homologie entiere (respectivement rationnelle) est un corps de 
nombres dont I'analogue de Hi{M;7j) est nul (respectivement de torsion). 

Enfin, le groupe G^^ ne serait pas I'analogue de 7ri(M) (puisque les abelianises de ces 
groupes ne se correspondent pas), mais nous esperons pouvoir revenir plus tard sur cette 
question. 

Remarque 5.1. Soit X ^ Y un morphisme au-dessus de Spec{'L) donne par une extension 
de corps de nomhre L/K/Q. L'inclusion Ik ^ II induit morphisme Pic^{X)^ — )• Pic^{Y)^ . 
Ainsi, ce groupe depend fonctoriellement de X et de maniere covariante. 

5.3. Comparaison des hypotheses. Les resultats de A. Sikora etudies dans ce travail 
donnent une maj oration (j4.17p . une minoration (I4.18P et une egalite dans un cas particu- 
lier (I4.2ip . du nombre s de places (respectivement de noeuds) ramifiees dans un revetement 
cyclique d'ordre premier. Pour la majoration et I'egalite, les hypotheses faites en topologie 
sont strictement plus fortes qu'en arithmetique. De plus, d'apres ([28] 5), elles sont toutes 
necessaires en topologie. Malheureusement, nous n'avons pas ete en mesure de demontrer (a 
I'aide des memes methodes) la minoration de s en arithmetique a partir de I'analogue des 
hypotheses topologiques (qui peuvent etre formulees grace au paragraphe precedent). 

Neanmoins, ce travail donne le sentiment que le cadre topologique est "plus general" que 
celui des corps de nombres. En effet, I'arithmetique apparait ici beaucoup plus rigide que le 
cadre topologique. Cette idee vague est d'ailleurs nettement confirmee dans [6]. On pent aussi 
illustrer ce fait par les observations suivantes. Un corps de nombres est de maniere unique un 
revetement de Q, alors qu'une 3-variete orientable pent s'obtenir d'un grand nombre de ma- 
nieres differentes comme revetement de S^. II existe exactement dix spheres a homologie entiere 
en arithmetique (toutes de degre un ou deux) et une infinite en topologie (cf [22j). L'analogue 
de Hi{M;7j) est plus gros que le groupe de Galois de I'extension abelienne maxiniale non 
ramifiee de L. 

II est d'ailleurs amusant d'imaginer a quoi ressembleraient les preuves des memes resultats 
basees sur la topologie Weil-etale. En supposant que la ligne E2^{X;ip\Z) = H^{Gp; m) soit 
non nulle et qu'elle survive a I'infini, on obtiendrait exactement les memes demonstrations 
dans les deux contextes. 

On se rend alors compte que les differences entre les preuves arithmetiques et topologiques 
que nous avons proposees proviennent des "defauts" de la cohomologie etale. Cependant, lors- 
qu'il n'y pas de ramification a I'infini, ces memes defauts n'apparaissent pas dans les groupes 
de cohomologie etale equivariante modifiee. En effet, ces derniers donnent les "bons" groupes 
lies a la ramification (c'est a dire les memes que dans le cadre topologique), ce qui renforce 
I'analogie des preuves que nous avons proposees. On verifie cette affirmation en utilisant le 
theoreme de localisation et en observant que les termes initiaux des suites spectrales (par 
exemple a coefficients dans Z), definies sur le spectre d'un corps fini et sur un cercle munis 
d'une action d'un groupe fini G, sont en fait les memes. Cette analogic n'est d'ailleurs pas 
respectee par les (quatre premiers) groupes de cohomologie etale equivariante non modifiee. 



UTILISATION D'UNE COHOMOLOGIE ETALE EQUIVARIANTE EN TOPOLOGIE ARITHMETIQUE. 31 

En effet, si G opere trivialement, on a H^(Spec{¥q)^t; G; Z) = et H^{§^; G; Z) = Z, comme 
le montre la suite spectrale [12] 5.2.9. 

Lorsqu'il y a de la ramification a I'infini, les places complexes apparaissent comme des points 
dans la coliomologie equivariante modifiee. 

5.4. Places finies et places archimediennes. 

5.4.1. Dans le topos associe a la topologie Weil-etale sur X, une place finie est donnee par 
I'inclusion fermee du topos classifiant Bz- Par ailleurs, I'espace classifiant du groupe discret 
Z est le cercle S^, dont le topos est homotopiquement equivalent a (cf |20| IV. 1.1). II est 
done naturel de voir geometriquement une place finie comme I'immersion fermee d'un cercle. 

5.4.2. D'apres N. Ramachandran, on salt que X doit etre vu comme la compactification 
d'une variete non compacte correspondant a X. 

Dans le topos associe a la topologie etale (d'Artin-Verdier) sur X, une place arcliimedienne 
est donnee par I'inclusion du topos ponctuel, c'est-a-dire un point du topos etale (cf [15j 
IV. 6). C'est la raison pour laquelle les calculs de coliomologie etale font apparaitre les places 
archimediennes comme des points, les bouts d'une 3-variete non compacte. 

Cette analogic offre quelques contradictions. D'une part, toute variete orientable de dimen- 
sion trois se realise comme revetement ramifie de dont le lieu de ramification est compose 
de noeuds. Or un corps de nombres non totalement reel est, de maniere unique, un revete- 
ment de Q ramifie a I'infini. Par exemple, une extension quadratique imaginaire de Q ramifiee 
en au moins un premier ne pent pas etre vue comme une variete orientable M au-dessus de 
M/C2 = S^. En effet, dans cette situation, le lieu de ramification ne peut pas etre constitue 
de noeuds et d'un point (isole dans le lieu de ramification). D'autre part, les places archi- 
mediennes doivent etre comptees comme composantes du lieu de ramification dans 14.201 et 
doivent etre ignorees dans I4.2T1 

II semble done que le fait de voir un corps de nombres comme une simple variete orientable 
pose quelques problemes dans I'interpretation des places archimediennes. D'ailleurs, dans les 
travaux de C. Deninger (cf [5j et ^), il n'est pas clair qu'un corps de nombres corresponde a 
une variete proprement dite. 

De plus, dans le topos associe a la topologie Weil-etale, une place archimedienne devrait 
etre donnee par I'inclusion du topos classifiant B^ du groupe topologique M, qui est loin d'etre 
equivalent au topos ponctuel. 

5.4.3. Toujours dans les travaux de Christopher Deninger, une place archimedienne cor- 
respond a un point sur lequel M opere trivialement, ce qui donne lieu au topos B^ (cf 
|15) IV. 2.5). Respectivement, une place finie p correspond a I'immersion fermee d'un cercle 
'R/log{Np)7j = R//(p)Z sur lequel M opere naturellement. Le topos associe est le topos induit 
sur I'objet M//(p)Z de B^ (cf [15j IV. 5.1). Ce dernier topos est canoniquement equivalent a 
-^/(p)Z (cf |15| IV. 5. 8). Par ailleurs, dans le topos associe a la topologie Weil-etale, une place 
finie p est donnee plus exactement par I'immersion fermee de Bw^^^^y De plus, en nornialisant 
convenablement, le logarithme de la valeur absolue donne VFfc(p) = log{Np)Z = /(p)Z C M. 
Ces deux points de vue sont done compatibles. 
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